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I) Logique mathématique :

Symbole | Utilisation Nom du symbole Remarques et exemples
= P =q Signe d'implication On peut aussi écrire g < p
Si p est vrai, alors q est aussi vrai.
= p <q Signe d'implication Si g est vral, alors p est aussi vrai.
e peyq Signe d'équivalence
\4 Vx €A Quantificateur universel | "Pour tous"
3 dx €A Quantificateur "Il existe"
existentiel
3! JlxeA Est utilisé pour indiquer l'existence
d'un élément unique.
° fog Fonction composée On peut la notée aussi f(g(.))
€ xX€EA "appartient a "
3 Contient comme
élément
N [0,1] n [1,2] Interception
= {1
U [0,1] U [1,2] Union
={0,2}
c AcB A est contenu dans B.
IT) Symboles divers :
Symbole Utilisation Sens, enonce
= a=b aestégaleab
* a#*bh a est différent de b
def a ™ a est égal par définitiona b
= 2X + X = 3x Equivalent a
A azb a correspond a b
= a=h a approximativement égal a b
~ axb a presque égale ab
oc OU ~ achoua~b a est proportionnel a b
< a<b a est strictement inférieur a b
> a>b a est strictement supérieur a b
> a=b a est supérieur ou égal a b
< ab a est inférieur ou égal a b
> a>b a beaucoup plus grand que b
< a<b a beaucoup plus petit que b
Ilou | AB // CD La droite AB est paralléle a la droite CD
1 AB 1 CD La droite AB est perpendiculaire & la droite CD
o0 infini
() Le point a, b (a,b) | A coordonnée en R?
[1] [a,b] La valeur entre a et b inclus dans l'intervalle




(a,b]

La valeur entre a et b est exclus en a et inclus en b.
Similaire pour [a,n).

a8

Minimum de X. Proche de l'entier < x.

B

Maximum de x. Proche de I'entier > x.

III) Quelques opérations:

Symbole, utilisation

Sens, énoncé

at+b a-b

Addiction, soustraction

ath a+b Plus ou moins, moins ou plus
ab axb ab a multiplié par b
- alb ab?
- La somme
2.
i=0
I Le produit
A
k=1
aP a exposant p
a2 a2 \a Racine carrée de a
alh an Va Racine nieme
la| Valeur absolue de a; module de | Pour a réel :
a 1poura >0
sgnaz{ Opoura=20
—1poura<o0
Pour a complexe:
sgna
a .
—=e'Y9%poura # 0
= {Ial
Opoura=20
Sgna Sighum de a
<a,a>ou<a>oud Valeur moyenne de a
n! n factorielle
(;l) ou C? Coefficient binomial n, p

ent aou E(a)

Caractere de a : le plus grand
nombre entier inférieur ou égal
a0

det(A)

Déterminant de la matrice A
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IV) Fonctions:

Symbole, utilisation

Sens énoncé

Remarques et exemples

f Fonction f
f(x) f(xy,...) Valeur de la fonction f
[f ()& f(b)-f(a)
(%) La fonction inverse de f(x)
gef grond f
X—-a x tend vers a

~

est asymptotiquement égale a

sinx =~ x quand x = a

0=0(a()

f est d'ordre comparable ou
inférieur a g

Jim supys.|f (v)/g ()] <

f(x)=0(g(x))

fest d'ordre inférieur a g

Jlim supy>.|f (¥)/g(0)| =0

Ax

Accroissement de x

df(x)/dx

Dérivée de la fonction f d'une
variable

V) Quelques formules :

o Un polynéme : est une fonction de x de la forme de P(x) = agx® + a;x! + ayx? + -+

a,x".

On note P(x) de la forme générale comme P(x) = XiL, a;x" avec a; appartenant au domaine
des Réels et imaginaires, décimales.

o LaTransformée de Fourier : est de la forme de H(u) (traitement des signaux analogiques)

suivant:

+00

H() =

— 00

o Intégration par partie: On la note IPP.
Cette intégrale est la forme suivante:

Vix) = f; P(x)Q(x)dx avec P(x) et Q(x) sont deux fonctions de x.

La méthode est |la suivant que je vais employer par la suite:

P(x)=
Q'(x) =

P'(x)=
Q(x) =

Donc la méthode IPP, nous donnes le calcul suivant:

V() = [P)Q@I; — [ P'(0)Q(x)dx

Ce qui nous donne maintenant :
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b
V() = P)yQ(x)p — P()aQ(x)a — f P'(0)Q(x)dx

o Formule d'Euler:

ix —ix ix_,—-ix
cos(x) = i et sin(x) = =—=2
2 20
o Sinus cardinale:
) sin(mu)
sinc(mu) = ——=
u

VI) Ensemble de nombre :
On définit un ensemble s de nombre par le symbole () :
Voici I'ordre de rangement de I'ensemble de nombre:

Symbole | Appellation

N Ensemble des entiers
naturels

Ensemble des entier
relatifs

N

Ensemble des décimaux

Ensemble des rationnels

Ensemble des réels

SIE=NEMS)

Ensemble des
complexes

SoitQeNczcDcQcRcC.
Définitions:

1. Un entier naturel est un nombre entier et positif.
Tous les entiers naturels forment un ensemble noté N = {0; 1; 2; ... }.

Ex: 26 € N se lit appartienta N.

2. Un entier relatif est un nombre pouvant étre positif ou négatif.
Tous les entiers relatifs forment I'ensemble noté z = {...; —2; —1; 0; 1; 2; ... }

3. Un nombre décimal est un quotient d'un nombre entier par un puissance de 10.
32 .
Ex: 3,2 = mest un nombre décimal.

Remarque: Un nombre décimale est un nombre dont la partie décimale est finie, c'est-a-dire qui n'a
qu'un nombre fini de chiffres apreés la virgule.

4. Un nombre rationnel est un quotient de deux nombres: Z telquep€zetq €N

Exemple 2/3 est un nombre rationnel.

5. Un nombre réel est tout les nombres qui appartiennent a I'ensemble des points précédents
définis.
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6. Un nombre imaginaire est un nombre réel de la racine i2 = -1, donc de |'écriture a+iZb.

VII) Fonctions exponentielles et logarithmiques:

Symbole, utilisation Sens, énoncé
e* exp(x) Exponentielle de base de x
log,x Logarithme de base de a
In (x) Logarithme népérien
I9(x) Logarithme décimal de x : Ig X = logio X
Ib(x) Logarithme binaire de x : Ib x = log> x

Les courbes:

X
e
I I I I T
=2 -1 0 1 1185 |
A,
3
7.5 1 /7.5 -
.ff 1
/
//’
k // .|
7
375 1 / 375
rd
L ///, J
//
L —
—U___l__l___ 1 1 A T T T— 0
X
——375 —3:75—
-2 -1 0 1 2
1 | | | |
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225 X 225+

- —2.25 . ~2.25

-—4.5 _I. —4:5—

Quelques propriétés:

eax'ebx — e(a+b)x

In(ax).In(bx) =In[a+ b] x
In(ax) /In(bx) =Inax —Inbx

VII) Formule trigonométriques:

Le cercle trigonométrique:

Le cercle trigonométrique est un cercle d'unité rayon avec le centre a l'origine d'un systeme
coordonné orthogonale Oxy. Les axes de coordonnées sont divisées en quatre quartier du
cercle (quadrants). On considere la rotation de rayon polaire issu de l'origine O et d'un point
M du cercle trigonométrique. Soit o I'angle entre I'axe x et le rayon polaire OM mesuré de
direction positive d'axe x. Cet angle est assimilé positive dans le cas du sens de rotation
contraire a l'aiguille d'une montre (appelé sens trigonométrique) et négative dans le cas du

sens de rotation d'une aiguille d'une montre.

I I M
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Définition d'une fonction trigonométrigue:

Soit un triangle ABC avec un angle droit de 90° en C.
B

| ]
A b '

coté opposé

A . a

e sin A:sIn(A) =-=
sinus de S ( ) c coté hypothénuse

coté adjacent

e cosinus de A: cos(A) = g =

c6té hypothénuse

. __a _ coOté opposé
e tangente de A : tan(A) = 5 = oté adincent
B __ cOté adjacent
c

e cotangente de A : cot A= — -
cote oppose
__ cOté hypothénuse

e secant de A: sec A=

c
b coté adjacent
0té hypothé
e cosecantde A:csc A = 5 _ coté hypothénuse

cOté opposé

Relations degrés, radians et grades:

e 1radian = 2L = 57,29577 95130 8232...°

s
o 1°= ;:Toradians = 0,01745 32925 19943 29576 92..radians

e lgrad= 19—0n (avec n en grade) pour donner des dégrés
e Soit 90° est égale a 100 grades.
e lgrad= z%n radians (avec n en grade)

Formules de trigonométrie circulaire:

Soita, b, p, g, X, Y € R (tels que les fonctions soient bien définies) et n € R.
Valeurs remarguables :

x(rad) 0 n n n n 2w 3T 57 P
6 4 3 2 3 4 6

sin(x) 0 1 V2 V3 1 V3 V2 1 0
2 2 2 2 2 2

cos(x) 1 NE] V2 1 0 B 1 V2 V3| -1
2 2 2 2 | 2 2

tan(x) 0 V3 1 V3 +00 -3 -1 v3 | O

3 3
cot(x) o0 V3 1 V3 0 V3 -1 V3|
3 3
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Angle en Angle en sin(x) cos(x) tan(x) cot(x) sec(x) csc(x)
degré (x) radian (x)
0° 0 0 1 0 ) 1 o
o T
15 I %(\/g_m %(‘/E"'\/ﬁ 2—-3 243 V6 -2 V6 +2
307 z B V3 NG V3 3 2
45° E 1 2 l 2 1 1 \/E \/i
5 i ¢ 21 1 2
60 . E‘/g ! V3 N 2 5\/5
75° sm 1 1 2+V3 2-+3 V6 +v2 V6 -2
IT) Z(‘/g+\/5 Z(‘/E—\/ﬁ
90° E 1 0 +o0 0 +oo 1
2
105° 7r 1 N —2+3) | —2-3) | -(V6+2) V6 -2
%2 4(\/1@“/5 4(\/61 » \/—\/_ 1 o o 2
120° T 1 1 —\3 1 -2 2
3 2 3 2 3\/§ 3\/§
135° 3_7T 1 2 _1 2 1 1 -2 NG
54 21 % 1 V3 2
150° o1 1 1 1 —\3 2 2
s : e s ar s [y [
165° Hr 1 1 —2-V3) | -@+v3®) | -(V6-42) 6+2
- W6+2) Wé+2)
180° T 0 -1 0 +o0 -1 +o0
195° 13m R 1 2—3 2+V3 —(W6—-42) | —(V6+42)
%2 (\/51 J2) (J13+J5 2 V2) J2)
210 ?n - N s V3 20 2
225° 5_7T _1 2 _l 2 1 1 \/E \/i,'
i : =) 3 1 2
240° 4n 1 1 3 1 2 _=
2 1; 1 2 ’ 2 V3 3 i N \/—3 ’
55° [ 2+3 —@2-43 ~(V6+42) | —(V6—42
- _Z(\/E+‘/2_) —~(6-42) 2-V3) ( V2) ( V2)
270° 3 -1 0 too 0 Foo -1
2
285° 1om 1 1 - —2+3) | —2-y3) V6+v2 | —(V6—42)
%2 4(\/1E+‘/2_) (\/61 o \/—\/_ 1 i 2 @
300° s 1 1 -3 1 2 2
3 7 V3 2 3‘/§ V3
35 7 T T, T 1 V2 G
o i 21 % 1 2
> = 2 73 —3" o 3B ?
345° 23m 1 1 —2-3) | —@+3) V6-v2 | —(V6+4/2)
- W6 +42) 4(x/E+J2—) V3) V3 V2)
360° 21 0 1 0 T 1 Foo
Graphe des fonctions trigonométrique :
y =sin(x) y = cos(X)
A /”
0 v 2n 3r o L4 T 5r
2 2 T
-1 -1+
y = tan(x) y = cot(x)
10
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' y ! |
e v
! | | ! !
| | | i |
| | i 1 1
f | 1 1 |
| ! i ! !
[ | \ ! :
Ao s z 5 ' z
T o7 T H 3 12r
2! :2 0\ 7 2\ |
| | | |
| | | |
1 t | |
] | | |
1 { | |
I i | |
y = sec(X) y = ¢sc(X)
[ y 1 i
I * !
' | ! | '
! | | | :
: 2 I i | I
] | | 27 : |
[ | | | |
i 1 | l N i |
| | I x I |
1Tz =, ! .
2! |2 | 0 " 12z
i | I | !
! I [ 1 | |
| | | ! [
| f [ 1 i i
| | | | |
| | I | i
| | | | |
| 1 | ] I
Signes des fonctions trigonométrigues :
Quartier | Angleen | sin X COS X tan x cot x sec X COSSec X
radians
| 0<x<g + + + + +
1 d <x<m - - - - +
I I I T<x< 3777: - - + + - -
v 3771 <x<2m - + - - + -
Relations fondamentales :
__ sin(x) 1 cos(x) _ 1
tan(x) - cos(x) COt(x) - tan(x) - sin(x) sec(x) - cos(x) CSC(X) o sin(x)
2 Paq 2 — _ i — 2 = 1
cos?(x) + sin“(x) =1 e cotan(x) = 1+ cotan®(x) prmeyonS

sec?(x) —tan?(x) =1 csc?(x) —cot?(x) = 1

d 1
- — 2 P
P tan(x) = 1 + tan®(x) cos?(x)

Arccos(x) + Arcsin(x) = g Arctan(x) + Arctan G) = sin(x) * % (six<0 — % sinon g)

11
(c) corporate Dimitri PIANETA




Arctan(x)+Arccotan(x)= -

Relations d’Euler :

eix+e—ix . eix_e—ix
—et sin(x) = 2i

cos(x) =

Relations de Moivre :
e™ = (cos(x) + i sin(x))™ = cos(nx) + isin(nx), i¥=-1
sin(ix) = i sinh(x), cos(ix) = cosh(x),

tan(ix) = i tanh(x), cot(ix) = —icoth(x)

Formules d’addition :

sin(x+y) = sin(x).cos(y)+sin(x).sin(y)
sin(x-y) = sin(x).cos(x)-sin(y).cos(x)
cos(x+y) = cos(x).cos(y)-sin(x).sin(y)
cos(x-y) = cos(x).cos(y)+sin(x).sin(y)

tan(x + y) = tanx + tany
amx*y ~ 1—tanx.tany
tanx —tany
t —_ =
an(x - y) 1+ tanx.tany
cotx coty —1
cot(x —y) =
( y) coty + cotx
cotx coty +1
cot(x +y) = 4

coty — cotx

Formules d’angle double:
€0S(2X) = c0s?(X)-sin?(x) = 2c0s?(x)-1= 1-2sin?(X)
sin(2x)=2sin(x).cos(x)
2 tan(x)
1 — tan?(x)

tan(2x) =

Formules du demi-angle

2 __ 1+cos(2x) . 2 __ 1—cos(2x) __ sin(2x) __ 1-cos(2x)

cos (x) 2 sin (x) 2 tan(x) 14+cos(2x) sin(2x)
i 2X 1—-cosx 2X 1+cosx X sin x 1—cosx X sin x 14+cosx

sin“ - = Cos“ = = tan- = = — cot—-= = —

2 2 2 2 2 14+cosx sin x 2 1—-cosx sin x

\ \ . 1-t2 2t2
En posant t=tan(x/2) pour x # m (a 2w prés),ona: cos(x) = T sin(x) = T
2t2
tan(x) =
1-—t?

Somme, différence et produit :

cos(p) + cos(q) = 2 cos (?) - €03 (?)
cos(p) — cos(q) = —2sin (m) .sin (?)

2
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sin(p) + sin(g) = 2sin (g) - €0S (?)
sin(p) — sin(q) = 2 cos (?) -sin (?)

1

sin(p) sin(q) = 5 {cos(p — q) — cos(p — )}
1

cos(p) cos(q) = 7 {cos(p — q) + cos(p — @)}

1
sin(p) cos(q) = E{sin(p —q) +sin(p — q)}

sin?(p) — sin?(q) = cos?(q) — cos?*(p) = sin(p + q) sin(p — q)
sin?(p) — cos*(q) = —cos(p + q) cos(p — q)

_ sin(p+q) _ _ _sin(p—q)
tan(p) + tan(q) = 05(2) 005(D) tan(p) — tan(q) = c0s(1).c05(q)
_ _sin(q+p) _ — _sin(@-p)
COt(p) + COt(y) - sin(p) sin(q) COt(p) COt(y) N sin(p) sin(q)
Multiple angle :
n—2

) (2cosx)" 3 + (n I 3) (2 cosx)"™5 — .-}

E(n - 3) (2 cos x)"* — E(n - 4) (2 cosx)""® + }

sinnx = sinx{ (2 cosx)"" ! — ( 1

1 n
cosnx = 5{(2 cosx)" — 1 (2cosx)™ 2 +

N 2 1 3 1
n?(n?-1)..[n% - (k — 1)?]
_ _1)k K o2k
cos(2nx) =1 +;( 1) 20! 4*sin**x
n 2 _ 2 _ a2 2 _ _1)2
cos[(2n + 1)x] = cos(x) {1 + Z(_l)k [Cn+1D2-1][(2n+1) (;{)3 LCn+ 12 - (2k=1) ]sin2kx}

=1
sin(2nx) = 2n cos(x) [sin(x) + Xr_,(—4)F (2 1)(n?=2%)..(n? 1) sin®~1x]

(2k-1)!
sin[(2n + 1)x] = (2n + 1){sin(x)

- 2n+1)? —1][@n+ 1)? — 3] .. [(2n + 1)? — (2k — 1)?
+Z(_1)k[(n ) —1][(2n+1) ] [@n+1)*=( )]Smmlx}
- 2k + 1)!
Oun=l1,2, ...
cos2x =2cos’x —1=1-2sin’x sin 2x = 2sin x cos x
cos3x = 4cos3x — 3cosx sin3x = 3sinx — 4sin3 x
cos4x = 8cos*x —8cos?x +1 sin 4x = 4 sin x cos x — 8 sin3 x cos x
cos5x = 16 cos® x — 20 cos3 x + 5cos x sin5x = 5sinx — 20sin3 x + 16sin® x
tan 2 2tanx
an2x = ———
1 —tan®x
tan 3 3tanx — tan3 x
an 3x =
1—3tan’x
4 tan x — 4tan3 x
tan4x =

1 — 6tan®x + tan* x
tan®x — 10tan3®x + 5tan x

1 —10tan?x + 5 tan x

tan4x =

13
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Puissance des fonctions trigonométrigues :

n-1

0y = ! ck 2 k ! cr
cos™x = oo ¥ cos2(n — k)x] + — ~2n Con
k=0
cos2ntl x = 2o Z Ck .1 cos[(2n — 2k + 1)x]
=0
sin®® x = ! Z(—l)”"‘C" cos(2(n — k)x] + —CI.
22n-1 2n 22n 2n

sin?0*1 x ZZ"Z( nnkck sin[(2n — 2k + 1)x]
k=0

Avecn=1, 2, ... et le coefficient binomial (0!=1) est CX, =

-1
2n-1, — ="
22n-2

k!(rrnnik)!
sin {sin(Zn - Dx— (an_ 1) sin@n—3)x+ - (—1)* 1 (Zn _11) sin x}
cos? 1y = ZZi > {cos(Zn -Dx+ (an_ 1) cos2n—3)x+ -+ ( -1

sin?M x = 2% (Znn) + (2;:_): {cos(Zn) X — (2111

cos?Mx = 2% (Znn) + {cos(Zn) x + (2111) cosn—2)x+---+ (

COSX}

')
)cos(Zn -2 x+ (=11 (nz )cos Zx}
)

a1 cos Zx}

-1

sin®x = cos 2x

1
2
, 1
cos“x = +§c052x

1
sin®x = —sinx — Zsin 3x

1
cos3x = —cosx +ZCOS 3x

1
sin*x = cos2x + g cos 4x

2
tx = ! 2x + ! 4
COS* x = 2 COS 4X 3 COS 4Xx

1
sin® x = —sinx — —sin3x + —sin5x

16 16

5 1
cosx + —cos3x + —cos5x

5 =
€0S> x 16 16

ool il U'lool W Wi bl W mN =
+

Dérivées :
, _dcosx
cos’(x)= T

dsin x

= -sin(X)

sin’(x) = = cos(X)

dtanx __ 1

tan'(x) = =1 + tan®(x)

dx  cos(x)
dcotx _ 1

ax sin?( x)
= !
arcsin’ x = arc cos'(x) =

cot'(x) =

1 arc tan’(x) = —
V1-x? 1+x?

1
Vi-x2

Integrales :
[sinxdx= —cosx+C [cosxdx= sinx+C [tanxdx = —In|cosx|+C
fcotxdxz In|sinx|+C

Avec C qui est une constante
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Transformations simples sur x :

sin(-x) = -sin(x) cos(-x) = cos(x) tan(-x) = -tan(x)
csc(-x) = -csc(x) sec(-x) = sec(x) cot(-x) = -cot(x)

sin (g + x) = cos(x) sin (g - x) = cos(x) sin(r — x) = sin(x) | sin(-x)=-sin(x)
cos (g + x) = —sin(x) | cos (g - x) = sin(x) cos(m — x) = —cos(x) | €os(-x)= cos(x)
tan (g + x) = cotan(x) | tan (g - x) = cotan(x) tan(m — x) = —tan(x) | tan(-x)= -tan(x)

sin(x + 2nm) = sin(x) cos(x + 2nm) = cos(x)
sin(x + nm) = (—1)"sin(x) cos(x + nm) = (—1)"cos(x)
sin (x + 2n2+1 n) = +(—1)"cos(x) cos (x + 2n2+1 n) = +(—1)"sin(x)
sin (x + %) = g (sin(x) + cos(x)) cos (x + %) = g (cos(x) F sin(x))
tan(x + nm) = tan(x) cot(x + nm) = cot(x)
tan (x + 2n2+1 n) = —cot(x) cot (x + Zn;l n) = —tan(x)

m\ _ tan(x)+1 T\ _ cot(x)+1
tan (x + 4) - 1F+tan(x) cot (x + 4) - 1+cot(x)
Oun=1,2,...

Relation entre fonction trigonométrique d'un simple argument :

tan(x) N 1 _ysect(x)—1 1
V1 + tan®(x) T

sin(x) = + [1 — cos?*(x) = +

J1+cot?(x)  sec(x)  csc(x)
cot(x) N 1 _yescl(x) -1 1
JT+cot?(x) ~ J1+tan®(x)  csc(x)  sec(x)

_ 20N _ 1 — sin(x) 1 _, J1—=cos*(x)
tan(x) = + [sec?(x) — 1 = i\/l —sin?(0)  Jos@ -1 + cos()

cos(x) =+ [1 —sin*(x) = +

1
N cot(x)
s 1 Tl
cot(x) =+ [esc?(x) — 1 = i\/l o) Jeei 1 + R
1
- tan(x)
sec(x) = |1+ tan®(x) = s i+ ! _J1teot’® 1

Jesez(x) — 1 oo V1 —sin?(x) ~ cot(x)  cos(x)

_ >~ osec(x) 1 _Jl+tan®’(x) 1
sec(x) = /1 + cot?(x) = Joeo) 1 T Jl—cos?(x)  tan(x)  sin(x)

Développement limité :

15
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4- 6

X

cosx—l——+—,——+ + (-1 )"(2 m (Ix] < )
3 5 7
sinx=x—x—+x——x—!+---+( )n(2n+1)' (Jx] < )
_ x3  2x5  17x7 220(22"-1)|Bon| _on—1 T
tanx = x+ + = 5 +—315 + +—(2n)! x + (x| < 2)
cotx=i—( += +E+ -+ (le)ZI"|x2"‘1+---) (0 < [x| < m)

Ou By sont les nombres de Bernouilli.

Je rappel ces nombres de Bernouilli qui sont définit par la relation récurrente :
Soit Bo=1, Y 3 CkB, = 0,n = 2,3, ...
Les valeurs sont alors,

1 1 1 5

1 1
By =1,B; = —E;Bz =g;B4 = —%»Be =E ,Bg = _%:Blo ==z

Bom+1=0pourm =1, 2, ...

Représentation dans la forme de produit infini :

x? x? x2 x2
Sinx = (1 —F> <1 —4—7_[2> <1 _W> <1 _n27'[2>
_(4 4. . 4x? . 4x? . 4x?
cosx = 2 972 25m2) " 2n+ 1)*m2) ™"

VIII) Formule inverse trigonométriques:
Les notations:

arcsin x =sin~1 x (arcsinus est l'inverse de sinus)

arccos x = cos~ ! x (arccosinus est l'inverse de cosinus)

arctan x =tan~! x (arctangente est l'inverse de tangente)
arccotx = cot™! x (arccotangente est I'inverse de la cotangente)

Les relations de base:
sin(arsin x) = x cos(arccos X) =x  tan(arctan x) =x  cot(arcot X) = x

Les inégalités :

—%Sarcsinxsg, O<arcosx<m (-1<x<1)
—%Sarctanxsg,0<arcotx<n (—o0 < x < +0)

y = arcsin x, -1<x<1 & x = siny, —gsygg
Y = arccos Xx, -1<x<1 &S x=cosy, 0<y<nm
y = arctan x, —0o<x <+ & x=tany, —%Sygg
y = arccot x, —o<x<+4+00 & x=coty, 0<y<m

(c) corporate Dimitri PIANETA
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Les courbes:

y = arcsin(X) y = arccos(X) y = arctan(x)
N\J¥ / ¥ v
N Tt
N\
AN
\ \ -
\ _-
\ I
a/2¢ ! /2 12
z . \ z z
-1 (4] 1 -1 0 ,'l o
/
/
//
I.\ -7/ —riz/‘ gy e i

N
~
S

y = arccot(x)

y = arcsec(x)

y = arccsc(x)
Y

—— 9]

} =~

/

Les relations entre les fonctions trigpnométrigues:

sin"'x+cos™lx =

NYEISIE)

tan x4+ cot™lx =

csc7i(x) = sin‘l(%)
cot™1(x) = tan‘l(l)

x
sin1(—x) = —sin71(x)

tan"1(—x) = —tan"1(x)
sec™}(—x) = m—sec1(x)

(c) corporate Dimitri PIANETA

—_ — T
tan~! x + cot 1x=;
_ — T
sec™ ! x + csc 1x=;

sec1(x) = cos‘l(i)
cos i(—x) =m—cos71(x)

cot™l(—x) =1 — cot™1(x)
csc™(—x) = —csc(x)
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( arccosVl—x2 si0<x<1
i—arccosxll—x2 si—1<x<0
arcsin x = X i
| arctanmm 1<x<1
Vi—x2 )
| arccot xx —nmsi—1<x<0
)

arcsin Y1 —x2 si0<x<1
m—arcsin y1—x2 si—1<x<0
x
arccos x = 3 arctan——— si0<x <1
V1 —x?
x
V1 —x?
X

—— pour tous x
V1 +x2

arccot si—-1<x<1

(arcsin

1
arccos——— six =0
V1 +x2

arctan x = <

—arccos six<O0

1
V1 +x2
1

arccot— six >0
X

arcsin —— six >0
1+ x2
T —arcsin———— six <0
arccotx = < V1+x?

1
arctan; six>0

1
L m+ arctan— six <0
X

Addictions et soustractions:

arcsin x + arcsin y = arcsin (x\/ 1—y2+yJ1— xz) pour x?+y? <1

arccos x + arccos y = tarccos[xy + \/(1 —x2)(1—y?)] pourx+ty=0

x+y
arctan x + arctan y = arctan 1 pour xy <1
X—=Y
arctan x — arctan y = arctan pour xy > —1
1+xy
Dériveées:
d . d 1 d d
—arcsinx = —arccos x = — —arctanx = —; —arccotx = ———;
dx 1—x2 dx 1—x2 dx 1+x dx 1+x

Intégrales:

Jarcsinx dx = xarcsinx + V1 —x2+C  [arccosx dx = xarccosx — V1 —x2+C
[ arctanx dx = x arctan x —%ln(l +x2)+C
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1
f arccosx dx = x arccos x + Eln(l +x2)+C

Avec C la constance

D.L.:
o +1x3+1x3x5+1x3x5x7+ 1x3x...x(2n—1)x2”+1+ (x| < 1)
A X 3 T 2x45 "2x4x67 2x4x..x(2n) 2n+1 s
x3 xS 7 2n—-1
= — — 1 ... —1)yn-1
arctanx = x 3+5 7+ + (-1) 2n—1+ (Ixl < 1),
T 1 1 1 (-D™
arctanx=5—;+§—$ ""FW-F“' (|x|>1)
L'extension pour trouver :
arccos x = g — arcsinx et arccotx = g — arctan x
IX) Fonction hyperbolique:
Définitions:
. eX—e™* eX+e™* eX—e™* eX+e ™
sinhx = ZT coshx = t:;mhx = == cothx = ———(cotangent)
sechx = ——— (secant) cschx = ——— (cosecant)
Les courbes:
y = sinh(x) y = cosh(X) y = tanh(x)
y Y
¥
_______ e
1
o xr O x O x
_________ S S
y = coth(x) y = sech(x) y = csch(x)
Yy
O X

(c) corporate Dimitri PIANETA
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Relations de fonctions hyperboligues:

1 __coshx

sinh x
cosh x cothx = tanhx  sinhx sechx = coshx csch x = sinh x

tanhx =

cosh?x —sinh?x =1  sech?x +tanh?x =1  coth?x —csch?x =1

Fonctions négative:

sinh(—x) = —sinh(x) cosh(—x) = cosh(x) tanh(—x) = —tanh(x)
csch(—x) = —csch(x) sech(—x) = sech(x) coth(—x) = —coth(x)

Relations entre fonctions hyperboligues pour (x > 0):

- f h2(x) —1 tanh x 1
sinnhx = [COS X)—1= =
V1 —tanh? x \/ltltothzx -1
127N 14— 1 _ coth(x)
coshx = y/sinh*(x) +1 = Vi—tanh?x JcothZ(x)-1
sinh x Jcosh?x — 1 1

tanhx = =

/sinhzx +1 cosh x - cothx
JJsinh?x 4+ 1 cosh x 1

cothhx = sinhx \/m ~ tanhx
Addition:
sinh(x + y) = sinh x cosh y + sinh y coshx cosh(x + y) = coshx coshy + sinh y sinh x
() = ST o ) - S
Addition et soustraction:
sinhx &+ sinhy = 2 sinh (X i Y cosh (x i y)
coshx + coshy = 2 cosh (X -; y) cosh (x ; y)
coshx — coshy = 2 sinh (X -; y) sinh (x ; y)

sinh? x — sinh® x = cosh 2x — cosh?y = sinh(x + y) sinh(x — y)
sinh? x + cosh?y = cosh(x + y) cosh(x — y)

(cosh x + sinh x)™ = cosh(nx) + sinh(nx)

_Sinh(xty) cothx £ cothy = +

coshx coshy ~— sinh xsinh y

tanhx £+ tanhy = sinh(x+y)

oun=0,+1,+2,...
Produits :

sinh x sinh y = = [cosh(x + y) — cosh(x — y)]

N| =

20
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coshx coshy =

N| RN -

sinhx coshy =
Puissances:

n—-1

[cosh(x + y) + cosh(x — y)]

[sinh(x +y) + sinh(x — y)]

1 1
cosh® x = 22n-1 Z Czn cosh[2(n — k)x] + oo 22n Cin

cosh??+1 x = > Z CX, .1 cosh[(2n — 2k + 1)x]

‘l’l 1
1 _1\n
sinh?" x = Son=i Z( D*CE, cosh[2(n — k)x] + ~—— ( ) Ch
k=0
sinh?0+1 x = oo Z( 1D*Ck, ., cosh[(2n — 2k + 1)x]

Oun=l,2,...et C" sont les coefficients binomiaux

1 1
cosh?x = E cosh 2x — 5

1 3
cosh3x = : cosh 3x+ : cosh x

1 1 3
cosh* x = gcosh 4x + 5 cosh 2x + 5

cosh® x = L cosh 5x + = cosh 3x + 5 cosh x
16 16 8
Multiples:

n

n 2 )k+1
coshnx = 2" 1 cosh™ x Ez
k=0

n—l

) 1. 1
sinh?x = Esmh 2x — E

) 1 3 .
sinh3 x = Zcosh 3x — Zsmhx

) 1. 1. 3
sinh* x = gsmh 4x+zsmh 2x +3

) 1 . 5 . 5 .
sinh® x = Esmh 5x+gsmh 3x + Esmhx

k—2 2n—2k—2 (COSh x)n—Zk—Z

sinhnx = sinh x Z nok=tck | 2""2k=2(cosh x)~2k-1

Oun=l1,2,... et C" sont les coefficients binomiaux

cosh2x = 2cosh?x — 1
cosh 3x = —3 cosh x + 4 cosh3 x
cosh4x =1 — 8 cosh?x + 8 cosh* x

cosh 5x =5 cosh x — 20 cosh3 x + 16 cosh® x

16 sinh® x

tanth 25 = 2tanh x

anf2x = 1 + tanh %x

canh 3 — 3tanh x + tanh3 x
anh 5x = 1 + 3tanh %x

(c) corporate Dimitri PIANETA

sinh 2x = 2 sinh x cosh x

sinh 3x = 3 sinh x + 4 sinh3 x

sinh 4x = 4 cosh(x) (sinhx + 2 sinh3 x)
sinh 5x = 5sinhx + 20 sinh3 x +
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4 tanh x + 4tanh3 x

tanh4x =
1 + 6tanh %x + tanh* x

Angle double:

sinh 2x = 2 sinh x cosh x

cosh 2x = cosh?x + sinh?x = 2 cosh?x —1 =1 + 2sinh?x

tanh 2x = 2 tanh x
A X = tanh %x
Angle 1/2:

X coshx — 1 ] ]
sth=i — [+six > 0,—six < 0]

hx _ coshx +1
cos > = >

t hx—+ coshx — 1 [+six > 0,—six < 0] =
AN =T | oshx + 1 Stx =5 msix " coshx+1

Expression transverse:

sinh x B coshx —1

sinh x

nhx = JooshZx — 1 tanh x 1 V1 —sech?x 1
sinhx =+/cosh?x — 1 = = = =
J1—tanh?x +/coth2x —1 sech x cschx
b 1T coshx cothx 1 V1 + csch?x 1
coshx = cosh?x = = = -
Jeoth’x —1 /1 —tanh®x cschx sech x
tanh x 1 Jcosh?x — 1 1
tanhx = /1 — sech?x = = = =
V1+tanh®x 1+ csch®x coshx cothx
cosh x 1 Vsinh?x + 1 1
cothx =1+ csch?x = = = : =
V1+cosh®x  +/1 —sech?x sinh x tanh x
: m csch x 1 Vcoth?x — 1 1
sechx =1 —tanh?x = = = =
V1+cosh?x 1+ sinh?x cothx cosh x
cschy = oot r — 1 = sechx 1 _ V1 —tanh®x __ 1
V1—sech®x +/cosh?x —1 tanh x sinh x
Dérivées:
sinh x coshx . tanhx 1 cothx 1
d dx coshx d =sinhx d dx  cosh’x dx  sinh®x
Intégrales:

(c) corporate Dimitri PIANETA
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[ sinhx dx = coshx + C [ coshx dx = sinhx + C
tanhx dx = In coshx + C ftanhx dx = In|sinhx| + C

D.L.:
2 4 6 2n
coshx=1+>+=+Z 4.+ = — 4. (Ix] < )
20 4l 6! (2n)!
. x3 x5 x7 x2n+1
smhx—x+;+a+7+---+(2n+1)! (|X|<00)
_ x_3 ZLS 17x7 n—1 22n(22n_1)|32n|x2n—1 E
tanhx = x TR + (—1) o)l + (x| < 2)
_ 1, x_x 2 n—1 22" Ban [x?" 71
cothx—x+3 e byei s +(-1) 2]
Avec B, le nombre de Bernoulli.
Relations de trigonométrie:
sinh(ix) = isin x cosh(ix) = cosx  tanh(ix) = itan x coth(ix) = —icotx, i*=-1
sin(ix) = isinhx cos(ix) = coshx tan(ix) = i tanhx csc(ix) = —icschx sec(ix) = sechx

Périodicité :

sinh(x + 2kmi) = sinhx  cosh(x + 2kmi) = coshx  tanh(x + kmi) = tanh x
csch(x + 2kmi) = cschx  sech(x + 2kmi) = sechx  coth(x + kmi) = cothx

X) Fonction arc trigonométrique:

Les notations:

arcsinh x =sinh™! x (inverse du sinus hyperbolique)
arccosh x = cosh™ x (inverse du cosinus hyperbolique)
arctanh x = tanh™! x (inverse du tangente hyperbolique)
arccoth x = coth™ x (inverse du cotangente hyperbolique)

Les relations de bases:

arcsinh(—x) = —arcsinhx arctanh(—x) = —arctanhx arcoth(—x) = —arcoth(x)

1 1
arccsch x = arcsin— arcsech x = arccosh— arccoth x = arctanh—
X X X

Les courbes:
y=sinh x y=cosh™ x y =tanh®x

23
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~
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y = coth™x y=sech?x

| y | Y

| |

| J

| f

| |

| |

! I

=1 0 K z 0 I x

| : J

|

| | 7

l | /

| | /

| | !
Relations:
arcsinhx=ln(x+ x2+1) —0 < x < 400

arccoshx = In (x +x2 — 1) x=0

1 1+x
arctanhxz—ln( ) —1<x<1
2 1—x
1 x+1
arccottanh x = —1n< ) x>1loux<-—1
2 x—1
1
arcsech(x) =In{ -+ [ -1 0<x<1
x x
1 1
arccsch(x) =In| =+ |5 +1 x#0
x x

X
arcsinh x = arccosh+/x? + 1 = arctanh ——
Vx®+1
_ > vxt—1
arccosh x = arcsinh+/ x“ — 1 = arctanh

X 1
arctanh x = arcsinh ——— = arccosh ——— = arccoth —
V-1 i-x x

Addition et soustraction:

arcsinh x + arcsinh y = arcsinh (x\/l +y2+yJ1+ xz)

(c) corporate Dimitri PIANETA
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arccosh x + arcosh y = arccosh (xy +/(x2 -1 (y? - 1))

arcsinh x + arccosh y = arcsinh (xy +/(x2 + 1D (y? - 1))

arctanh x £ arctanh y = arctan XY arctanh x + arccoth y = arctanh 2EL
1+xy ytx
Dérivées:
_ 1 d 1
—arcsinh x = —arccoshx =
dx 2+ 1 dx x*—1
d tanh (x?<1) d th (x?>1)
—arctanhx = —ar =
7, Arctanhx - X 7 arccoth x - X
Intégrales:
farcsinhx dx = xarcsinhx —/1+x2+C
farccoshx dx = xarccoshx —x*—1+C
1
farctanhx dx = x arctanh x + Eln(l —x)+C
1
f arccoth x dx = x arccothx + Eln(x2 -1+C
D.L.:
o 1x3+1><3x5 N 1n1><3><...><(2n—1)xz"“_l_
A =X T3 " 245 Y XX @) m+1
inhx = In( 22) + 1+1><3 1 +1><3><...><(2n—1) 1 4
aresinhx =In(20) +952 %532 = 2x4x..x(2n) 2nx®n
ha=In(2 +11 1x3 1 +1><3><...><(2n—1) 1
arccoshx =In(20) +55°2 " 7% 2 o 2x4x..%(2n) 2nx®n
X x x x2n+1
arctanhx=x+_-+—-+-+-+ + -

3 5 7 2Zn+1
1 1 1 1

arccothx =—+-—+—-—F+-=+ "+ +"
x 3x3 5x5 7x7 (2n + 1)x2n+1

XI) Dérivées:
Définitions:

dy  fGeR-f@) . fE+A) - f®)

a - llrnh—>0 h - hmAx—>0 Ax

dx

d(cx) 3
dx ¢

d(cx™)
dx

n-—1

=ncx
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(Ix| > 1)
(Ix] > 1)

(Ix] < 1)

(Ixl <1)
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d(uiviwi-u)_du_l_dv_l_dw_l_
Cdx Tdx T dx T

dx
d(cu) du
dx dx
d( ) dv du
I uv —ud +vdx
d( ) = dw+ dv+ du
dx Y 1;” dx ”;’d YW ix

u v
i(g)zv(ﬁ)_”(ﬁ)
u

(M) = n-1_"
Ix ") =nu Ix
dy dydu
dx  dudx
du_ 1

Eliu

y
4y _du
dx dx

du

d
af(g(x)) = f'(g(x))g’' ()

Trigonométrie et inverse trigonométrie:

d du
I smu—cosudx
d B du
7y Sinu = cosu——
d . du
7 Cosu = —sinu—

du
dt B du  dx _(du)1+t 5
7 anu = sec? U= oy~ \ax ( an“u)
d coty = du
7y Cotu = csc? U
d ) du
7y Secu = secutanu——
d _ . du
7y CSCU = —cscucotu—
d B 1 du [n<._1 <+7r]
I sin"lu = \/—dx 5 <sin"u >
d cos™lu = [0 < cos™'u <]
dx / d
dt 1 1 du [ T[<t 1 <+7r]
o T Zay T2 ST

t™tu —1 du [0 < cot™tu <]

dxco 1+u dx corusmT
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A
+si0<sec‘1u<§

/A

—si E<sec‘1u<n

VA
—si0<csc‘1u<5

2

d 1 1 du +1 du

—sec tu = —= —

dx u| [z —1dx . Ju?2 —19x

a -1 du +1 du
—csctu = —_—= — —
dx ulVur —19%  ufu? =19 |4 5i — < esclu <0
d 1 du ]

—ar [ —

7 arecos u T dx

d 1 du

gg aresinu = ——— -

Exponentielle et logarithmique:

%logau = logTae(;—: a # 0,1ore=2,71828....

d Iy = d | _ldu

de 4T dx ket T Uax

da ., uy du

I a“Ina——

d , ,du

dxe ¢ dx

iu” = —eVinu = e”lnui[vlnu] = vu”_ld—u+u” lnud—v
dx dx dx dx dx

Hyperbolique et inverse hyperbolique

d . hu = cosh du
Cﬁixsm U = COS ugx
u
Ecoshu = sinhud—éc
u
JE— = 2 JR—
I tanhu = sech“u d’é
u
JE— —_ — 2 JR—
Uélx cothu csch”u I
u
% sechu = —sech u tanh ua
u
—cschu = —cschu cothu—
dx dx
2 ginhly=——_2
dx u?+1 dx
dx Vuz —1dx
—tanh™lu = 1 @
dx 1 —u?dx
i coth™lu = 1 %
dx 1—u*dx
dx ud1 — u? dx
B -1 du +1 du
—cchly=——————m= —— —
dx |ul 1+u2dx /1 420X
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[+ sicosh™'u>0,u > 1]
—sicosh™lu<0u>1

[-1<u<1]

[u>1ouu > —1]

[—si sechlu>00< u< 1]
+sisech™lu<00< u<1

[—siu>0,+siu <0]
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Notations:

Dérivées de seconde ordre: — (Z—i) = d—y =f"(x) =
Dérivées de troisiéme ordre: _n(ZTy) = ﬁ = f”’(x) =
Dérivées de niéme ordre: % (%) dx" =fMx) = y(”)
Lois de Leibniz:

dPu

dP
it DP un opér r de — donc DPu = —:
Soit DP un opérateur de v donc DPu ppe

D™(uv) = uD™v + (rll) (bw)(D™* ) + (121) (D*wW)(D™%v) 4+ -+ vD™u

n!

Ou (Z) Cn = pRT—EY

Comme cas particulier:

d? v du dv d?u
—(uv) = ud > Zaa v_dxz

d v du d*v d?u dv d3u
—w)=u—+3—+3——+v—
dx3 ( ) x3 t dx dx? t dx? dx t dx3

Différentiels:
Soity =f(x) et Ay = f(x + Ax) — f(x), alors:

by _fG+80) - f@)
- Ax

= '(x) = u 0 comme Ax 0
o — — _) _) .
. f +e€ dx +€ oue co e

Ay = f'(x)Ax + eAx

Lois pour différentiels:

dutvtwzx-)=dutdvtdw+ -
d(uv) = udv + vdu
d (E) _ vdu — udv
v v?
d@w") = nu™ tdu
d(sinu) = cosudu
d(cosu) = —sinudu

XII) Intégrale

fadxzax+C
1
f—dx=1n|x|+C
X
fexdx=eX+C
aX
faxdx=
Ina
Jlnxdx=xlnx—x+C

(c) corporate Dimitri PIANETA



sinxdx = —cosx+ C

cosxdx =sinx + C

cotxdx = In(sinx) + C
secxdx = In(secx + tanx) + C
cscxdx = In (cscx — cotx) + C
sec” (x)dx =tanx + C
secxtanxdx = secx + C
csc?(x)dx = —cot(x) + C
cscxcotxdx = —cscx + C

tan’xdx = tanx — x + C

X
= arcsin (—) +C
a

— e e —

j dx
Va? — x?

XIII) Alphabet Grecs et constantes:

Alphabet Grec:

tanx dx = In(secx) + C ou — In(cosx) + C

Nom Grecs

Lettre Grecs

Minuscule

Majuscule

Alpha

Beta

Gamma

Delta

Epsilon

Zéta

Eta

Théta

lota

Kappa

Lambda

Mu

Nu

Xi

MR EINX~DISNN MR

m|ZZ>s IR~ nIN|m>|—w >
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Omicron
Pi

Rho
Sigma
Tau
Upsilon
Phi

Chi

Psi
Omega

elelxlslclala™|alo
DIE| = E|=|3Mw|3|O

Constantes:

m = 3.14159 26535 89793 ....
n

1
e =2,71828 18284 59045 .... = lim;_, (1 + E) = base naturel du logarithmique
y = 0,57721 56649 01532 86060 6512 ... = Constante de l'Euler

=1 1+ 1 + 1 + 4 1 |
= lim,_ o ( 513 " nn)
e¥ =1,78107 24179 90197 9852 ...

Ve =1,64872 12707 00128 1468 ...
Vo =T G) = 1,77245 38509 05516 02729 8167 ...ou I est la fonction gamma;

1
r <§> = 2,67893 85347 07748 ...

1
I (Z) = 3,62560 99082 21908 ...

(o)

1 radian = —— = 57,29577 95130 8232 ..°
10 = ;;—Oradians = 0,01745 32925 19943 29576 92 ... radians

XIV) Produits et facteurs:

nn+1 nn—1)(n—2
(x+y)" =x" +nx""ly + —( 5 )x”‘zyz + ( 3)'( )x"_3y3 +-
(x+y)? =x% + 2xy + y?

(x —y)% =x% —2xy +y?

(x+y)3 =x3+3x%y +3xy* +y3

(x—y)3 =x3—-3x*y +3xy* — y3

(x+y)* =x*+4x3y + 6x°y* + 4xy3 + y*

(x —y)* =x* —4x3y + 6x°y* — 4xy3 + y*

(x +y)° = x° + 5x*y + 10x3y? + 10x*y3 + 5xy* + y°

(x —y)° = x° — 5x*y + 10x3y? — 10x%y3 + 5xy* — y5

(x +y)® = x® + 6x5y + 15x*y? + 20x3y3 + 15x*y* + 6xy° + y°©
(x —y)® = x® — 6x5y + 15x*y? — 20x3y3 + 15x*y* — 6xy° + y°©

.+yn

x2—y?=(x—-y)x+y)

x3—yd=(x—y)x®+xy +y?)

X} +y =+ ) —xy+y?)
4

x* =yt = -+ +y?H)
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x> =y =(x—y)x*+x3y + x2y? + xy3 + y*)
x>+ y° = +y)x* —x3y + x2y? —xy3 +y*4)
x6—y® =(x— Y+ +xy+y)x* —xy +y?)

x*+x%y? +yt = (2 +xy +y) (2 —xy + y?)
x* + 4y* = (x? + 2xy + 2y?) (2% — 2xy + 2y?)

x2n+1 _ y2n+1 — (X _ y)(XZn + x2n—1y + x2n—2y2 4ot yZn)

2m 41
= G =)~ 2yeos (525 ) +7) (6 = 2weos (555 +97) -
(x—-v) (x xycos (o7 +y°)(x xycos (57 +y x

5 <2nn)+ 2)
xycos 2n+1 Y

x2n+1 + y2n+1 — (X + y)(XZn _ x2n—1y + xZn—ZyZ — et yZn)
2m

41
= G+ + 2ayeos (525 ) +77) (o + 2wveos (555 +97) -
(x+y)<x + 2xycos 1 + v ) (x* + 2xycos T 1 +y x

+2 <2nn)+ 2)
xycos 2n+1 Y

xZn _ yZTl — (x _ y)(x + y)(xn—l + xn—Zy + xn—3y2 + _,.)(xn—l _ xn—23é+ xn—3y2 _ ._.)
T T
=x—-y)x+y) (xz — 2xycos (g) + yz) (x2 — 2xycos (—) + yz) (x2

— 2xycos (@) + yz) '

T 3
x2n — yZn — (xz + 2xycos (—) + yz) (x2 + 2xycos (—) + yz) (xz + 2xycos

2n 2n (@)
+ y2>

(x+y+2)?=x*+y*+ 2%+ 2xy + 2yx + 2zx

(x+y+2z)3
=x3+y3+ 23 + 3x%y + 3xy? + 3y%z + 3yz? + 3z%x + 3zx?
+ 6xyz

(x+y+z+w)?=x*+y*+2% +w?+2xy+ 2xz+ 2yz + 2yw + 2zw

XV) Les opérateurs :

» L’opérateur gradient:
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L’opérateur “nabla” V appliqué a un scalaire définit le gradient du scalaire. 1l s agit
d’un vecteur. On le note Vp ou gradp! ou gradp.

()

e En coordonnées cartésiennes

_ % 9p 9 itvp = | 2
Vp—axex+ayey+azeZ soit Vp = | 2y |p

9

0z

On pose (ex, ey, €;) étant les trois vecteurs unitaires pour les coordonnées cartésiennes (X, ,

2).

e En coordonnées cylindriques

ap 1dp ap
Vp = Eer +;%69 +£ez

On pose (e., eqg,e,) €tant les trois vecteurs unitaires pour les coordonnées cylindriques
(r,0,2).

e En coordonnées sphériques

ap 1dp 1 Jdp

ar T T30 T Tsing 9

On pose (er, eq €ep) €tant les trois vecteurs unitaires pour les coordonnées sphériques

(r,0,9).

Vp =

» L’opérateur divergence:
Le produit scalaire de [’ opérateur “nabla” V par un vecteur definit la divergence du vecteur.
La divergence (également noté div) d’un vecteur est un scalaire. Pour le vecteur v , elle
s’écrit

e En coordonnées cartésiennes
dv, OJdv, Jv
Vov=divv=—+—-2+—2
ox dy 0z
Avec v = v e, + V)€, + e,
e En coordonnées cylindriques

. 19(rvyy 10veg O0v,
V.v—dlvv—; i +;ae+g

Avec v = v.e, + vgeg + v,e,
e En coordonnées sphériques
1 90(r*v 1 d(sin(®)v 1 v
V.vzdivvz—z( r)+ - ( ()e)+ - —=
re or rsin(0) 00 rsin(0) 0z
AVeC v = Ve, + Vgeg + Vg ey

e Quelques opérations

1 En gras ce qui signifie que c’est un vecteur
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ux vx ux t vx
Pour 2 vecteurs u = <uy> etv = <vy>,le produit scalaire U.V:<uy> .(%) =
u’Z vZ u‘Z vZ

Uy Uy + UyV), +U,D,

/ax\
( )_av"+aﬁ+%
U,

Doch.v— — = oy o
a

» L’opérateur laplacien :
1l s’agit d’'un opérateur différentiel, notée A, qui est appliqué a un scalaire.

e En coordonnées cartésiennes

d’p 9*p 9%

Ap =
P=o ™ dy> T 9z

e En coordonnées cylindriques
10 odp. 10d*% 9%
Ap = _6

o) Y e Y o
e En coordonnées sphériques

,0p 1 0 ( eap)+ 1 9%
~ 2 ar( r r2sin0 99 sin 00/  r?*sin®*(0) 002

» L’opérateur rotationnel:
Le produit vectoriel de |'opérateur “nabla’ V par un vecteur définit le rotationnel du vecteur.
Le rotationnel (également noté rot) d’un vecteur est un vecteur. Pour le vecteur v, il s’écrit -

e En coordonnées cartésiennes
ov, 0v, v, OJv, ov, 0Jvy
V/\U—T'OtU—(ay aZ>e +(g—a)€y+ E—E e,
e En coordonnées cylindriques

V Av = rot _(161}2 6v9>
VETOW =90 " oz

(6vr avz) +1<0(rv9) avr>
oz or)% " Tar " a)%

e En coordonnées sphériques

VAv =rotv =
1 0(51n9v¢) avg 1/ 1 ov, 0d(rvy, N 1 (6(rv9) avr>
rsiné a0 16J0) r \sinf d¢ oar % r\ or a0 ¢

» Quelques relations:

e grad(f.g) = fgrad(g) + ggrad(f)
o div(f.g) = fdiv(g) + grad(f).g
o rot(fg) = frot(g) + grad(f)NG
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o A(fg) = fAg+ 2grad(f). grad(g) + gAf
o div(fAg) = rot(f).g — f.rot(§)

e rot(rotv) = grad(div v) — AV

. div(rotf) =0

e rot(grad f) =0

e rot(fgradg) =gradf Ngradg

» Formules portant sur un champ:

1. V.(Vu) = VU soit div(gradU) = AU

2. VA(VU) =0 soit rot(grad U) = 0

3. V.(VAZR)=0 soit div(rot3) = 0

4. VA (VAB)=V(V.3) — V% soit rot(rot 3) = grad(divd) — A3

» Formules portant sur deux champs:

V(UV) = VV(U) + UV¥(V)  soitgrad(UV) =V grad U + U grad V

V.(U3) = 3(VU) + U(V.3)  soit div(UZ) = grad U.3+ Udiva

VA (UE) = (VU) A3+ U(V AZ) soitrot(UZ) = grad UAE + Urota
V.(3Ab) =b.(VAZ) -3 (VAD) soitdiv(ZAb) = b.rotd —d.rotb
VAGAD) = (V.B)a— (V.3)b + (5.9)3 - (3.¥)b soit Toi(3 A B) =
(divb)a — (div&)b + (b grad )3 — (3 grad)b

6. V@Db)=3A(VAD)+bA(V AZ)+(b.V)a+ (3 V)b soitgrad(a.b) =3A
(rotB) + b A (ot 3) + (B.grad) + (3. grad)b

ok~ wbhPE

» Produit vectoriel de deux vecteurs

ux Ux
Pour 2 vecteurs u = (uy) etv = (Uy), le produit vectoriel
uZ UZ

Uy Uy uva - uzvy
u/\"] = uy /\ Uy =| UV — UV,
u, v, uxvy - uyvx
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XVI) Géométrie :

a) Relations élémentaires dans les triangles:

A n

N

64

6, = 0,: angles opposés par le sommet
01 = 03: angles alternes-externes

01 = 05: angles correspondants

0, = 0O5: angles alternes-internes

0; + 0, = m: angles supplémentaires

A C

sin— = sin—

.4 C
A+B+(C=m

c* = a® + b* — 2abcos(C)
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a+b?=¢?

b) aires et volumes:
On note P comme le périmetre, S : surface etV : le volume;

- L
[ o P=2rR S=ahjz [, ]
\ \‘\ S:;lRE //E / S=Lt
\'“'H-____//
disque parallélogramie
/RN .
li;"(“';'f“g S = 47 R? Stat = 2 Rh
\ T ) v=irpp V = rR2h
sphére cylindre
a P=2a+2b
b S=ab
Rectangle

(c) corporate Dimitri PIANETA
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¢ b

Trapéze

P=a+b+hx+(1/sinf + 1/sin @)
S=%(a+b) h=mh=17"

.= _ b (2a+b)(c?-d*)
Centroid : x =  + T e(b?-ad)

(b +2a)h
3(a+ b)

<l
I

Quadrilateral

Avec BD = p, AC = gq, A+B+C+D = 360°
P = a+b+c+d

S=P/2 = (a+b+c+d)/2

Aire:%*q*(h3+hD)=G)*p*q*sin@zG)*(b2+d2—a2—cz)*tan9=
i\/(4*p2*q2—(b2+d2—a2—cz)2)

Polygonne Régulaire

Soit n : nombre de c6té, s : la longueur d’un c6té, r : apothem , R : rayon du cercle

(c) corporate Dimitri PIANETA
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Anglecentral:9=2*&00=2*E
n n

Périmetre : P =ns
1 180° 1
Apotherm:=s cot( ) =-scot (E)
2 n 2 n

1 180° 1 T
R=—scsc( )=—csc(—)
2 n 2 n

! 180°
Aire : =ns? COt(
4 n

180° 1 . (360°
) = nr?tan— = =nR?sin (—)
n 2 n

Polygone régulier dans un cercle inscrit

AnglecentraI:H=2*&=2*E
n n

Coté:a =2 *r*sin(%)

2 o
Apotherm : ’rz — a: = T * COS (1310 )

JORT . 180°
Perlmetre:Z*n*r*sm( n )

1 . (360°
Alre:z*n*rz*sm( — )

Avec n est le nombre de c6té et r est le rayon du cercle

Polygone Coté Apotherm Aire
n=3 V3r 1/2r 3/4\/3r?
n=4 Var 1/2\2r 2r?

n=5 V10 —2v5r  |%Ve+2v5r |3

n=6 R 1/24/3r 3/24/31?
n=8 J2—zr y2V2+2r | 2V2r
n=10 %(V5 = Dr %V10+2v5r |54

n=12 2—+V3r %\/2+\/§r 3r*

(c) corporate Dimitri PIANETA
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Polygone régulier sur un cercle

AngIecentraI:éI=2>|<&=2*E
n n

e 180°
Perlmetre:Z*n*r*tan( " )

1 180°
Aire : E*n*rz*tan( - )

Avec n est le nombre de c6té et r est le rayon du cercle

(c) corporate Dimitri PIANETA
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c) Systemes de coordonnées :

Cartésiennes

A
Z I
Ae: % Mixy,z2)
o), Cy V -
e_x, . ::.'
R
H

A
M(r,8,9)
e
0
r €y
s e
_/
®
X
H

(c) corporate Dimitri PIANETA

Cylindriques
A
z
A €z
0 —
ex
6 r
%
H

OM =re; + ze,
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Sphériques

—

OM =re;
Les formules de changements de coordonnées entre le systéeme cartésien et :
e Le systéeme cylindrique:
x =rcos(0),y =rsin(9)

e Le systéme sphérique :
x = rcos(0) cos(g), y = rsin(@) sin(¢p), z = rcos(8)

XVII) Algebre :
1.
a) Propriétés élémentaires des opérations algébriques usuelles:

Identités remarquables :

(a+b)2=2a%+2ab+b? (a-b)>=a%-2ab+b? a%b%=(a+b)(a-b)

Fractions :
1 4 1 a+b
a b ab
Puissances :
am
a® = 1, a™a" = am+n’ (am)n =q™, qm"pm = (ab)m’ = gm"n
an
Racines :
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= a

Q
S

Logarithmes :

In(ab) = In(a) + In(b), In(a/b) =In(a) —In(b), In(a") =nIn(a)

In(e) =1lavece=2,718... In(1)=0, log(a) = :lﬂ

Exponentielles :

1
b=¢e% =a=Inb), In(e?) =@ =g  ath =papgh p-a— —
Approximations pour x << 1:

A14+x)" ~14+nx, e*=~1+x, In(1+x) =x
sin(x) = x,cos(x) = 1,tan(x) = x (x enradian)

b) équations du second degré :
La résolution de I'équation algébrique du second degré (d'inconnue x)

ax’+bx+c=00u b,c ER,a € R*
dépend du signe du discriminant de la forme : A = b?> — 4 ac
Lorsque A > 0 : I'équation admet deux solutions réelles distinctes

—b + VA . —b —+A
X, = ————— etxy, = ————
1 2a 2 2a
Lorsque A = 0 : I'équation admet une unique solution réelle
_ b
 2a

Lorsque A < 0 : I'équation admet deux solutions complexes distinctes

_ —b+iIAl e —b — i/IA]
B 2a ¢ B a

X1 X2 2

c) équations différentielles:
1. Equations différentielles linéaires homogénes du premier ordre :
y+ay=0VvVaeC
La solution générale s'écrit sous la forme :
y(x) = A exp(-ax), ou A est une constante complexe

2. équations différentielles linéaires homogénes du deuxieme ordre :

y' + 2By +yy=0v¥By €C

(c) corporate Dimitri PIANETA
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La solution générale dépend du signede A'= B% —y :

SiA'>0: y(x) = e‘ﬁx(AeWx + Be‘W")
AN=0: y(x) = e #*(4x + B)
SiA<0:y(x) = e B> <Acos( IA’Ix) + Bcos( IA’Ix))

Ouy(x) = e B (C eWIA'x 4 pe=i 'M")
3. Equations différentielles linéaires du premier ordre avec second membre :

y'+ ay=E(x),Va€eC

La fonction E(x), a priori quelconque, est qualifiée second membre de I'équation différentielle. La
solution générale s'écrit comme la sommey = yo +y, de la solution générale y,(x) = Ae™%* (A étant
constante) de I'équation homogéne associée et d'une solution particuliere y, qui peut prendre la
forme suivante:

(a) SiE est constante : y,(x) = g
(b) SiE est quelconque : y,(x) = e™** fox e™E(y)dy
2. Algebre générale

A) Utilisation de la somme, intersection, I'union et bindbme de newton

Produit de sommes

SineN*etay,..,a,, by, .., b, € Ralors

(iai>*<ibi>=iiaibj=iaibi+ > a,

i=1 j=1 i=1 i,jel1n]
i#j

n n
(Z al-) = Z aiz +2 a;a; = Z a;a;
i=1 i=1 isi<jsn i,jel1,n]

Sommes classiques

Sia,b€Zaveca<b,x,y,q€RetneN".

ik_n(n+1)
2
k=1

a+b

(b — a + 1) = (moyenne des extrémes)*(nombre de termes)

2 = n(n + 1)(2n +1) Z 13— (i ) <n(n + 1))

1 k=1

l_\jw

by
1]

a

NGE

k
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b b—a+1 b _ qNb de termes
ler indice
Z _ 1—q —— ssiqg # 1 soit g~ = q 1—¢q
k=a b—a+1sig=1 k=a Nb de termes sig=1
n-1

n __ yn — (x _ }’) Z xkyn—k—l
k=0

XVIII) Théoremes et définitions :

1. Limites et continuités

Une fonction y = f(x) est continue a x =a si :
i) f(a) est définie exacte
i) lim f(x) existe et
x—-a

iii) lim f(x) = f(a)

Sinon, f est discontinue a x = a.

La limite lim f(x) existe si et seulement si les deux limites sont égaux :
xX—a
lim f(x) =L © lim f(x) =L = lim f(x)
xX—a x—-al x—-a—

2. Intermédiaire :

sig#1

Une fonction y = fx() qui est continue sur un intervalle fermé [a,b] et prend les valeurs entre f(a) et

f(b).

Note : Si f est continue sur [a,b] et f(a) et f(b) défini son signe, alors I'équation f(x) = 0 a au moins une

solution dans un intervalle ouvert (a,b).

3. Limites de fonction rationnelle comme x > +

i) lim % = 0 si le degré de f(x) < au degré de g(x)

x->too g
Exemple :

2
X —2x

li
x—>l-|r-rgo x3+3

||) llm fE ; est infinie si le degré de f(x) > au degré de g(x)
Exemple:
x4+ 2x
lim ———=o

x—+00 x° — 8
iii) lim % est finie di le degré de f(x) est égale au degré de g(x)

x—+oo

i 2x* =3x+2 2
x4 10x — 522 5

4. Asymptotes horizontale et verticale
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i) Une ligne y = b est une asymptote horizontale de graphe de y = f(x) si seulement la
lim f(x) =bou lim f(x)=b.
X— —00

xX— +00

ii) Une ligne x =a est une asymptote verticale de graphe de y = f(x) si seulement la limite
lim+f(x)=iooou lim f(x) =too .
xX—=>a xX—=>a

5. Le taux accroissement

i) Le taux accroissement moyen : Si (Xo,Yo) et (x1,y1) sont des points du graphe de y = f(x) alors
le taux d'accroissement moyen de y avec x sur l'intervalle [xo,x1] est alors :

f(x1)—f(x0)ZY1—YO=A_y
X1 — Xg X1 —xy Ax

ii) Le taux changement : Si (xo,Yo) est un point sur le graphe de y = f(x), alors le taux de
changement de y avec respect de x a xo est f'(xo).

6. Définition de la dérivée

ou f'(x) = lim f—(x) — /(@)

"(x) = lim
f() h—0 h-a X—a

La premiére définition de la dérivée est un taux instantanée de f(x).

fGx+h)—f(x)
h

7. La limite du nombre e

N In_
i) nl_l)gl()()(l + n3 e
i) lim(1 + n)n=e
n—-0
8. Le théoreme de Rolle

Si f est continue sur [a,b] et différentiable sur (a,b) pour que f(a) = f(b), alors il y a au moins ¢ dans un
intervalle (a,b) pour que f'(c) = 0.

9. Théoréme de la valeur moyenne

Si f est continue sur [a,b] et différentiable sur (a,b), alors il y a au moins un nombre c dans (a,b) pour
f)-fa) _ o

que [OLD — f1(0),

10. Valeur extréme

Si f est continue sur un intervalle fermé [a,b], alors f(x) a deux maximum et un minimum sur [a,b].

11. Pour trouver le maximum et minimum des valeurs d'une fonction y = f(x) locale.
i) Le(s) point(s) ou f'(x) changent de signe. Pour trouver un premier candidat ou f'(x) = 0 ou
est infinie ou n'est pas existent.

ii) Le point finale, si n'est pas existent sur le domaine de f(x);
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On compare les valeurs de la fonction a tout points pour trouver les maximums et minimumes.
12. Soit f est différentiable pour a<x<b et continue poura < x < b.

i) f'(x) >0 pour chaque x dans un (a,b), alors f est croissant sur [a,b].

ii) f'x) <0 pour chaque x dans un (a,b), alors f est décroissant sur [a,b].
13. On suppose que f"(x) existe sur l'intervalle (a,b).

i) Si f"(x) >0 dans (a,b), alors f est concave vers le haut dans (a,b).
ii) Si f"(x) <0 dans (a,b), alors f est concave vers le bas dans (a,b).

Localement les points d'infection de y= f(x), trouver les points ou f"(x) =0 ou f"(x) est existent. Ce sont
I'endroit un candidat de la fonction f(x) a un point inflexion;

14. Approximation locale linéaire et approximative

L'approximation linéaire de f(x) proche de x = xo est donnée par y = f(xo) + f'(xo) (Xx-Xo).
Pour estimer la pente d'un graphe a un point on dessine la ligne de tangente pour graphe a un point.
15. Comparaison des taux

La fonction exponentiel y = e* grandit trés rapidement comme x — oo tant que la fonction
logarithmique y = In x grandit trés lentement comme x — oo .

Les fonctions exponentielle par exemple y = 2* ou y = € grandit plus grand comme x — oo que la
puissance positif. La fonction y = In x grandit lentement comme x — o .

Nous disons que x — o :

: : : G e f) g
i) f(x) grandit plus rapide que g(x) si la limite ,}E?og(x) = 00 ouU Si J}1_)r£10 o 0.

Si f(x) grandit plus rapide que g(x) comme x — oo, alors g(x) grandit comme lentement que f(x)
comme x — oo,

ii) f(x) et g(x) grandit au taux d'échantillon comme x — oo silalimitei lim ;E—g =L#0
X—00

16. Fonctions inverse

1. Si f et g sont deux fonctions tel que f(g(x)) = x pour chaque x dans le domaine de g et g(f(x))
= X, pour chaque x dans le domaine de f, alors f et g sont des fonctions inverses.

2. Une fonction f a une fonction inverse si et seulement si l'intersection horizontale du
graphe.

3. Si f est une augmentation ou une baisse de l'intervalle, alors f est une fonction inverse
dans l'intervalle.
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4. Si f est différentielle a chaque point sur un intervalle | et f'(x) # 0 sur ., alors g = f*(x) est
différentiable a chaque point de I'intervalle intérieur f(I) et g'(x) = 1/f'(x).

17. Propriétés de e*

. La fonction exponentielle y = e* est une fonction inverse de y = In x.
. Le domaine est tout nombre réel de —oo <y < 0.
. L'intervalle est tout nombre positive y>0.

d
.a(ex) =e*
.y = ¥ est continue, croissant et concave vers le haut pour tous x.
lim e* = +4oet lim e*=0

xX—+co0 X——00

.e!"* = x pour x>0; In(e*) = x pour tous x

N oA WN R

18. Propriétés de In x

1. Le domaine de y = In x est un nombre positives x>0
2. L'intervalle de y = In x est tout nombre de —o0 <y < co.
3.y =In x est continue, croissant et concave vers le bas.
4.In(ab)=Ina+Inb
5.In(a/b)=Ina-Inb
6.lIna"=rlna
7.y =Inx <0 si 0<x<1 et In x >0 si x>1.
8. lim Inx =+4wet lim Inx =—
X—+00 In x X—>—00
9.log,x = a

19. Régle Trapézoidale

Si une fonction f est continue sur un intervalle fermé [a,b] ol [a,b] a été partitionnée de n sous
. . b b—
intervalle [xo,X1], [X1, X2] ... [Xn-1,Xn], @ chaque longueur de (b-a)/n, alors fa f(x)dx = Z—na[f(xo) +

2f (1) + 2f (x3) + -+ 2f (xp—1) + f(xn)]
20. Propriétés de l'intégrale définie

Soit f(x) et g(x) sont continues sur [a,b].

1. f: c.f(x)dx =c f:f(x) dx, c est une constante dif férent de 0.

2. f;f(x)dx =0

3. fbaf(x)dx = — f;f(x)dx

4. f; fl)dx = facf(x)dx +
fcb f(x)dx, ouf est continue sur un intervalle constraint les nombres a,b et c.

5. Si f(x) est une fonction paire, alors f;f(x)dx = 0.

6. Si f(x) est une fonction impaire, alors f;lf(x)dx =2 foaf(x)dx

7.Si f(x) = 0 sur [a, b], alors f:(fx)dx >0

8.Si g(x) = f(x)sur [a, b], alors f;g(x)dx > f;f(x)dx

21. Définition de l'intégrale définie comme une Somme
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On suppose que la fonction f(x) est continue sur un intervalle fermé [a,b]. Division l'intervalle n égale
. b—-a .. .
au sous-intervalle, de longueur Ax = - On choisit un nombre dans chaque sous-intervalle.

. . b
Soitalors lim Yi_; f(x, ) Ax = [ f(x)dx.
n—-oo
22. La vitesse, accélération, distance

1. La vitesse : v(t) =x'(t)= dx/dt

2. accélération : a(t) X"(t)=v'(t)=% _ %
3.v(t) =f a(t)dt
4.x(t) = v(t)dt
23. La valeur moyenne
— e
b —a fx)dx

a

XIX) Les nombres complexes :

On la définit comme i = vV—1

Notation exponentielle :e® = cos6 + isinf

Théoréme de Moivre : [r(cos@ + isinf)]™ = r™(cosnd + i sinnh)
La racine complexe nieme:

Siz=re'? =r(cos@ +isin@) alors

n i(60+2km)

Zl/TL = re n 'k = 0, ilu izl e

XX) Les séries :

La puissance des nombres:
roik = %n(n +1); YR kP = %n(n +1D)2n+1); Xi_ k3 = inz(n + 1%

Arithmétique : S, = Yrs(a + kd) = S{Za + (n—1)d}
Géométrie (convergent pour -1<r<1)

- a(1-r™) a
S, = Y lark = Seo =
n k=0 1-r 7% 1-r

Binomial (convergent pour |x]| < 1)

n! ) n!
m—2121"

r

A+20)"=1+nx+ + ot ——x" +
(n—n)r!
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n! _ n(n-1)(n-2)..(n-r+1)
(n-r)ir! - r!

ou

Séries de Maclaurin :

2
f(x) = £(0) +xf'(0) + [0+ + f(k)(0)+Rk+1
" FkD(gx),0 < 6 < 1.

OU Ryeyr = (k+1)'

Séries de Taylor :

fla+h) =f(a)+hf'(a) + f"(a) +- + f“”(a) + Ri41
" fkD (g 4+ 9R),0 < 6 < 1.

OU Rieyr = (k+1)'

Ou
FG) = £ o) + (x = x0)f" Gxo) + CZL () 4 oo+ EZ20 00 () 4 Ry

_ k+1
Ol Ryyq = %f(k“)(xo +(x—x0)6),0< 6 < 1.

Les séries connues:

2 3 T
e* = 1+x+x—+x—+---+%+--- (pour tous x)

3 5 7 — 1\ 4 27+1
51nx—x—x—+x—— +---+%+---(pourtousx)
2 4- 6 T 02T
cosx = 1_2_'+Z_1_Z_1+"'+( (12)r)x! + -+ (pour tous x)
tanx = x +— +—+13719; |x|<£)
3 5 7 2n+1
sin” x—x+2?+£%+%§x7+-- +123:6(2(721n)1)3;n+1 (Ix] < 1)
5
tan~ x—x——+———+ 4+ (= 1)”3;71+1 - (Ix] < 1)
2° 37 4 n
x° x° x x
ln(1+x)=x—?+?—z+---+(—1)n+1?+--- (-1<x<1)
3 5 7 2n+1
sinhx = x+x—+x—+x—+ et (Zn+1)' + -+ (pour tous x)
Zn
coshx—1+ + + + +(2n), -+ (pour tous x)
x3 2x 17x T
tanhx—x—?+E— 315 +o(lxl <2) n
n
sinh™lx = x — 22 4 132 4 +( 1)"135 2n-1) x (lxl < 1)
2 3 545 24.6.2n  2n+1
tanh™! =
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XXI) Les transformées de LAPLACE :
f) = f e f(t)dt
0

Fonction | Transformée | Fonction Transformée
1 1 H,(t) e %
s =H(t-a) s
t" n! 5(t) 1
gnt1
et 1 edtn n!
s—a (s —a)*1
sin wt w e*sin wt w
5%+ w? (s — a)? + w?
cos wt w e“cos wt s—a
5%+ w? (s — a)? + w?
sinh wt w e*'sinh wt w
s? — w? (s —a)’—w®
cosh wt w e“cosh wt s—a
s? — w? (s —a)’ —w®

Soit f(x) = L{f(t)} alors
L{ef(O)}=f(s—a),
LEF O} = - (F),

L {@} = fxois f(x) dx si c'est exacte

Dérivées et intégrales

Soity =y(t) etsoity = L{y(t)} alors
d -
£{2} =55 -y,

£{22 = 925 — sy, - ¥,

t 1
f Lo}

Déplacement temporaire

t<a
a) t>a

Soit g(t) = Ho () f(t —a) = {?(t _

Alors

L{g(O)} = e f(s)

Changement d'échelle

1.s
L k) = 2 FQ)

Fonctions périodique

Soit f(t) est de période T alors
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Convolution

1 T
L)} = mf_oe_“f(t)dt

soit £(¢) * g(t) = [i_, f()g(t — 0)dx = [T f(t — x)g(x)dx

Alors

Valeurs limites

Théoreme de base

Le théoréme final

LIF @) * ()} = f(9)g(s)

Jim f(0) = lim 57 (s)

lim £(6) = lim s (s)

foof(t)dt = lim sf(s)
0 s—-0+

XXII) Les transformées Z :

2@} =) = ) fer)z*
k=0

Fonction | Transformée Fonction Transformée
St z7"(n > 0) e~ sin wt ze T sinwT
z* — 2ze~%T cos wT + e—2aT
et z e~ cos wt z(z — e~ cos wT)
_ o—afl
z2—¢€ z* — 2ze~%T cos wT + e—2aT
te~at Tze 9T te”% sin wt Tze T (z — e 2%T) sin wT
(z —eaT)? (22 — 2ze~9T cos wT + e~24T)?
t?e™ | T?ze T (z+e %) | te ™ coswt | Tze T (z* cos wT — 2ze T + 72T cos wT )
(z—e~9T)3 (22 — 2ze~97T cos wT + e—2aT)?
sinh at zsinhaT
z* — 2zcosh aT + 1
coshat z(z — coshaT)
z* — 2zcosh aT + 1

Théoréme du décalage

n-1
Z(f e+ D} = 2"f@) = ) 2 HFKT) (n > 0)
k=0
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Formule inverse

FOKT) = % f ieike fe)de

XXIII) Séries de Fourier et transformées de Fourier :

Séries de Fourier

f@) = %ao + Yoz q{a, cosnwt + by sinnwt} (période T = Zf)
Ou

to+T
a, = —f f(t) cosnwt dt
T to
2 to+T
b, = ?f f(t) sinnwt dt
t

0
Quelques séries

Série de sinus an=0, b, = %fOT/Zf(t) sinnwt dt

Série de cosinus b,=0, a, = %fOT/Zf(t) cos nwt dt

Transformée de Fourier finie

Dusinus:
T/2

i) = % f(t) sinnwt dt

0

f) = z f:(n) sinnwt
n=1

Du cosinus :
T/2

fe(m) = % f(t) cosnwt dt

0

f) = %fc(o) + Z f-(n) cos nwt
n=1

Intégrale de Fourier :

1 1 (. e .
> (lti}r{)l f) + lti\r{)l f®) = P f etwt j fwe “*du dw
Intégrale de la Transformée de Fourier:
£ 1 * —ilwu
flw) =F{f(D} = 7)€ fwdu
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@) =FY{f(w)}= it F(w)dw

1 [oe]
e e
\V2m f_m

XXIV) Formules numérique :
Itération

Méthode de Newton Raphson pour une approximation de la racine xo de f(x) =0

f(xn)

xn+1 =xn_f,(x )
n

. eyt . N
Particularité des cas pour trouver VN utile x,41 = %(xn + x—).
n

Méthode séquentielle :

Xn+1 = Xpn — f(xn)
(M=l

Interpolation
Afn = fn+1 _fn, 6fn = fn+l _fn—l
2 2
1

Vi = fo=fams, wha =3 (Faet frs)

Formule de Newton Gregorio

1 !
= fo+ PAfo + ——=—— A fy + -+ —————A
fp fo + PAfo I fo —r
X—Xo
h

Oup =

Formule de Lagrange

n
y= Z yili(x)
i=1

no o x—x
ll-(x) — 7{L—l,j:ltt( j)

T=1,j2i(%i = %;)

ou

Différentiation numérique

' 1 <3 1
hf'o = H5f0—gu5 fo +%H5 fo—-

1 1
h*f"y = 6%f, —E54f0 +%56f0 -
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' Loop 1y, 14, 1os
hfo=Af0—§Afo+§A fo_ZAfo‘*‘gAfo_"'

11 5
R f"y = A% fo — A%fy +EA4fo _gAsfo + -

Intégration numérique

Régle de Trapezium f;OOJrh fx)dx = g(fo +fi) +E

3
Oufy=flxo+ih), E=—1Tf"@), xo<a< x+h
Composition de regle Trapezium

f;foo+hf(X)dx = g{fo + 2f1 + 2f2 + ...an_l +fn}_g(fri _fol) +%(frill _fol//)
Ou fo = f'(x0), fn = f'(xo +nh),etc

Régle de Simpson f;}"”hf(x)dx ~ g(fo +4fi+f2) +E

5
OUE = —Z—Of(4)(a) Xo < a<xg+2h

Composition de regle de Simpson (n paire)

Xo+nh
[ reoax L o+ 4 426 + 4+ 24t 2o+ s + ) HE

5
OUE = —%f(‘*)(a) Xo < a<xg+nh

Gauss ordre 1 f_llf(x)dx =2f(0)+E

OUE=2f"(a), —1<a<1
Gauss ordre 2 f_llf(x)dx =f (—%) +f (%) +E
OUE =—f"(a), —1<a<1
Equation différentielle
La solution de y'=f(x,y) donnent la condition initiale yo a Xo, Xn = Xo + nh.
Méthode Euler suivant :
Yn+1 =Ya t RfGyn) n=012,..

Méthode Euler :

Yne1 = Yn T hf(xn+1'yn+1) n=20,12,..
Rung Kutta ordre 2 :
h
Yn+1 = Yn +E(K1 + 2K, + 2K3 + K4)

Ou Kl = f(an’n)
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h hK;
Ko = (xn+30m 5

h hK,
K3=f<xn :yn+7)

K4=f(xn+h3’n+hK3)

Polynomes de Chebyschev
T,,(x) = cos[n(cos™1 x)]
To(x) =1 T;(x)=x
T,(x) sin[n(cos™!x)]
Up-1(x) = = =

V1 —x2

Ton (Tw (%)) = T ()
Tn+1(x) - ZXT (X) n 1(x)
Un+1(x) = ZXU (x) = Up—_1(x)

an(x)dx = { n+1(x) T:l 1 )} + constant, n=?2

1
fG) = anTo(x) +a, Ty (x) + - ;T (x) + -
ou a; = %f:f(cos 0)cosjOdd j =0

Et [ f(x)dx = constant + ATy (x) + AT, (x) + - A; T (x) + -

O A (a] 12]a]+1) ] 2 1

XXIV) Formule vectorielle :

Le produit scalaire a.b =ab cos 8 = a;b; + a,b, + azb;

i j k
Produit vectoriellea X b = absinfi = |a; a; a3
by by bs

= (azbg-agbz)i+(agb1-a1b3)j+(albz-azb1)k

Produit Triple
a, a; as
[a,b,c] =(axb).c=a.(bxc)=|b1 by b3
c1 C; C3

ax(bxc)=_(a.c)b—(a.b)c

Calculs vectorielles

_(a 0 6)
~\ox’' 0y ‘0z
grad ® =V®, divA =V.A, curlA =VX A

div grad® =V.(V®) = V?d

divcurlA=0 curl grad ® =0

V2A = grad div A— curl curl A
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V(aB) = aVpB + BVa

div(ad) = adivA+ A.(Va)

curl (ad) = acurl A — A x (Va)

div(Ax B) = B.curl A—.curl B

curl (AXxB)=AdivB—-BdivA+ (B.V)A— (A.V)B
grad (A.B) =AXcurl B+ B X curl A+ (A.V)B + (B.V)A

Théoréme d'intégralle

Théoréme divergence AdS= [ div A dV

fsurface olume

Théoreme Stokes

f (curl A).dS = f Adr
surface contour

Théoréme de Green

ap oY

| wve-eve.a=]  @S-eSods

surface

[ wwee+ momwa = | v 22 as
volume - an

surface

Ou ds = 7| dS|

XXV) Mécaniques:

Kinematics

Mouvement, constante accélération

v=u+ft, s=ut+%ft2=%(u+v)t

. - d?
Solution générale de d—; = —w?x est
X = acos wt + b sin wt = R sin(wt + ¢)
. . b
OuR=+a*+ b? etcosd):%,smd):E

Coordonnées polaires de la vitesse est (7, 78) = ie, + rfey et
'accélération est [ — 62,16 + 2762] = (¥ — r62)e, + (ré + 2762 )eq.

Centre de masse
Hémisphére shell, derayonr: 1/2r

Hémisphére, de rayonr: 3/8r
Uncone:3/4h
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